Tich chap suy rong d6i vai cac phép bién déi tich phan
Fourier cosine, Mellin ngugc va mét ung dung
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Tom tit:

Trong bai bédo nay chung toi xay dung va nghién ctru tich chap suy rong voi ham trong déi voi
cac phép bién déi tich phan Fourier cosine va Mellin ngugc. Chting t6i st dung tich chap méi
nay dé giai mot hé phuong trinh tich phan.
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Generalized Convolution for Fourier cosine,
Inverse Mellin Integral Transforms and an Application
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Abstract:

In this article, we construct and study generalized convolution with weight functions for
Fourier cosine and inverse Mellin integral transforms. We use this new convolution to solve a
system of integral equations.
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Phan gi6i thiéu

Cho X,Y 1a cac tap con cua R va U(X), U(Y) 1an luot 1a khong gian cac ham xac
dinh trén X vaY. Cho K(x,y) la ham hai bién xac dinh trén X X Y. Phép bién déi tich
phan v6i nhan K(x,y) la anh xa 7: U(X) — U(Y) xac dinh nhu sau:

THO = [ KEnfGdx.
X
Co6 nhiéu loai phép bién déi tich phan. Mai loai tuong ting v6i mot lua chon nhan
K khéac nhau. Mot s6 phép bién ddi tich phan c6 nghich ddo (v6i nhan ky hiéu la
K~'(y,x)), néu ton tai phép bién ddi nguoc:

fG) = [ K @0THMIY.Y € R
Y

Nhiéu phép bién déi tich phan c6 dién da dugce nghién ctru va cho cac tng dung
quan trong, nhu phép bién ddi Fourier, phép bién d6i Laplace. Mot trong nhiing tng
dung tha vi ctia cac phép bién d6i tich phan la giai hé phuong trinh tich phan. Ching
bién d6i mot hé phi tuyén thanh mot hé dai s6 tuyén tinh dé co thé gidi dang hé nay va
cho nghiém duéi dang dong.

Muc dich chinh ctia chang t6i trong bai bao nay la xay dung va nghién ctru tich
chap suy rong v6i ham trong ddi voi cac phép bién ddi tich phan Fourier cosine va
Mellin nguoc. Ching t6i st dung tich chap méi dé gidi mot hé phuong trinh tich phan.

Kién thic chuan bi

Trong bai bao nay, véi X la moét tap con cua R va y(x) la mot ham xac dinh trén
X, thi L(y(x),X) la ki hiéu khong gian cac ham f(x) sao cho tich phan Lebesgue
Jy v(@)If (x)|dx ton tai va hitu han. Ta dung ki hiéu L(X) thay cho L(1, X).

Duéi day, chting t6i néu ra mot s6 phép bién déi tich phan c6 dién quen biét ma
trong bai bdo nay can dung dén.

Phép bién déi Mellin nguoc M~ (Bateman va Erdélyi, 1954):

c+ioco

(M‘lf)(x)=% f Fa) x—tdu,x > 0,

c—ioo
trong d6 ¢ = Reu va g(Imu) = f(u) la ham thuéc L(R).
Phép bién déi Fourier sine Fs (Churchill, 1941):

FsHQ) = \/%f f(x)sin(xy)dx,y >0,
0

trong d6 f la ham thudc L(R,).



Phép bién doéi Fourier cosine F (Churchill, 1941):

2
(FeHY) = \/;—[ f(x) cos(xy)dx,y > 0,
0

trong do6 f la ham thudc L(R,).

Tt dau thé ky 20, tich chap ddi voi cac phép bién déi tich phan da duoc nghién
ctru. Tich chap da dugc tng dung dé gidi phuong trinh tich phan, tinh tich phan, lay
tong chudi.

Nam 1952, S. N. Sneddon dua ra tich chap ctia cac ham f va g d6i véi phép bién
déi Fourier cosine:

— 1 T d
(Fz9) _\/7_”0[ F@)(gQx — ul) + gl +w)du,x > 0,

trong d6 f va g la ham thudc L(R,).

Tich chap nay thoa man dang thiic nhan ti héa:
1
Fe (f s g) ) = FNO) - Feg)(¥), ¥y > 0. )

Nam 1998, V. A. Kakichev va Nguyén Xuan Thao dua ra mét phuong phap kién
thiét tich chap suy rong ctia hai ham f va g v6i ham trong 1(y) d6i voi ba phép bién déi
tich phan bat ky K;, K,, K5 (Kakichev, V. A., Nguyen Xuan Thao, 1998), ma théa man
déng thiic nhan t hoa:

K.(f * ) = 1) - (K fH) - (K3 9) ().

Trong nhitng ndm gan day, mot s6 tich chap suy rong méi da duoc cong bo,
chiang han nhu: tich chap suy rong ddi véi cac phép bién déi tich phan Stieltjes, Hilbert
va Fourier cosine - sine (Nguyen Xuan Thao, Kakichev, V. A, Vu Kim Tuan, 1998), tich
chap suy rong voi ham trong d6i voi cac phép bién déi tich phan Fourier sine va Fourier
cosine (Nguyen Xuan Thao, Vu Kim Tuan, Nguyen Minh Khoa, 2004), tich chap suy
rong d6i voi H - phép bién déi (Kakichev, V. A., Nguyen Xuan Thao, 2000), tich chap
suy rong d6i voi I - phép bién déi (Nguyen Xuan Thao and Trinh Tuan, 2003), tich chap
suy rong v6i ham trong d6i voi cac phép bién déi tich phan Kontorovich - Lebedev,
Fourier sine va Fourier cosine (Nguyen Xuan Thao, Trinh Tuan, 2005)...

Vi dy, mot tich chap suy rong cta hai ham fva g dé6i v6i phép bién déi Fourier
cosine voi ham trong n(y) = cosy da duogc nghién cttu (Nguyen Xuan Thao, Nguyen
Minh Khoa, 2004) la:

1 i
(r#9) 0 =57= [ FO@G+1+0+g0x+1= e +g0lx—1+ 1D

0
+ g(lx —1—¢t]))dt,x > 0.

trong do6 f va g la ham thudc L(R,).



Tich chap nay théa man dang thiic nhan tt héa:
Fe(f+9) ) = cosy - (Fef)3) - (Feg)3), ¥y > 0. @)
Két qua chinh
Trong phan nay chang téi xay dung va nghién ctru tich chéap suy rong véi ham
trong ddi véi cac phép bién déi tich phan Fourier cosine va Mellin nguoc.
Ky hiéu

r'(—u) ((1 + (x — v)z)% cos(u

0Cx,u,v) = o

u 3
arctan(x — v)) +(1 + (x + v)?)2 cos(u - arctan(x + v))), ®

trong d6 I'(z) = f0+°° t?~le~tdt, voi Rez > 0, 1a ham Gamma.

Pinh nghia. Tich chip suy rong cia hai ham f va g véi ham trong y(y) = e Yy ~?!
doi véi cdc phép bién déi tich phan Fourier cosine va Mellin ngugc dugc xdc dinh nhu sau:
Cc+ioo +oo
4
(f *g) x) = f f 0 (x,u,v)f(w)gw)dudv, x>0, 4)
c—ioo 0

trong do u 1 bién s6 phitc véi ¢ = Reu < —2,t = Imu.

mlmu

z N 7 A y A
Pinh 1y 1. Néu f €L (ch ,]R) va g € L(R,), thi tich chdp (f * g) thudc

L(R,) va thoa man déng thitc nhin tir hoa

Fe(F*9) ) =y M HG) - Feg)3),Vy > 0. 5)

Chtng minh. V6i ham Gamma I'(z) = f0+°° t?"le~tdt, trong d6 Rez > 0, ta
d& chtmg minh dugc cac bat dang thic sau
IT(2)| < T'(Rez), vz € C voiRez > 0, (6)
|cos z| < ch(Imz),Vz € C. (7)
T cac bat ddng thic (6) va (7) suy ra rang Vu € C v6i c = Reu < —2 thi
1
ﬁ u
+ (x + v)2)7| |cos(u - arctan(x + v))l)

[6(x,u,v)| < IT(—w)| (|(1 + (x — v)z)%| |cos(u - arctan(x — v))| + |(1

= 2_7112F(_C) (|(1 + (- v)z)%| ch(u - arctan(x (8)

—v))+ |(1 + (x + v)z)%| ch(u - arctan(x + v))).

Doc < —2 nén

|(1 + (x £ v)z)%l <1. ©)



Vi |arctan(x + v)| < gnén

wlmu

ch(u - arctan(x + v)) < ch

Tt (8), (9), (10) suy ra

lmu
16 Cx, u, v)| < —IF( c)|ch

Do (11), véic < —2 thi

c+ioco +oo

|(f)>':g)(x)|= j fé’(x,u,v)f(u)g(v)dudv
c—ico 0
< j fI9(x,u,v)IIf(u)IIg(v)Idtdv
—o0 0
<10 [ [ " ir@llgwldedy < +oo
—oco 0
Ta co

[ 1)l as

0
400 400 400

< f f f 160G, w, )1 Q)19 () | dxdedv

_ T T (Twm “, v)|dx> F@)llg ()l dedy
—oco 0 0
e nlm 2%
<3 T(- c>L0j<f (A+@-v»

+(1+ (x + 1))z} dx> If @) llg()dtdv

(—=¢) To To <]°° —v)) T+ 1+ (x

—oc0 0

+ V)z)l}dx> lf g W)ldtdv

400 400

—ﬁl‘( c) j f ch

—oc0 0

(arctan(x —v) |§* + arctan(x

(10)

(1)



+ ) [g)If g (w)ldedv

400 400

= %F(—c) f f Chrrlrznu If (w)|lg(w)|dtdv < +oo.

1

Vay nén f * g thudc L(R,).

Pé chting minh tich chap (4) théa man dang thirc nhan tir héa (5), trude hét
ta chi ra rr?mg: Vé6iu € Cvav € R, la cac héng so thi 8(x,u, v) thudc L(R,). That
vay,

+ 00
f 16 (x, u,v)|dx
0

1 + 00 i “
< ﬁf‘(—c)f (|(1 + (x —v) )2| |cos(u - arctan(x — v))| + (1
0

+ (x + v)z)%| |cos(u - arctan(x + v))l) dx
+00

< 2—71TZF(—C) j <(1 + (x — v)?)"ch(t - arctan(x
0

—v)) + |(1 + (x + 17)2)_71

ch(t - arctan(x + v))) dx

= Zinzr(—c) f ch(t - arctan(x — v))d(arctan(x — v))
0

+ j ch(t - arctan(x + v))d(arctan(x + v)) |.
0

Do dé néu t # 0 thi

['(—c)(sh(t - arctan(x — v))|$* + sh(t - arctan(x + v))[¢*)

+00

0(x,u,v)|dx <
fl(xuv)lx P
0

1 Tt
= —1TI(—c)sh—.
27t (=0)s 2

Néu t = 0 thi

f 16 (x,u,v)|dx < 2_7112F(_C) j d(arctan(x —v)) + f d(arctan(x + v))
0 0 0

1
= E F(—C).



Vay nén
+0oo

f 16 (x,u, v)|dx < +o0.

Mit khac, theo cong thuac s6 27 trong Bateman va Erdélyi (1954, 279), ta c6

(Fc (ie “yyu- 1cos(vy))) (x)

T2

2
= — —f e Yy " 1cos(vy) cos(xy) dy

\EZ” lf e Yy “ (cos(y(x — v)) +cos(y(x + v)))dy

fe(xu V).

Ttr d6 suy ra
T 1

(TC(H(X, u, v))) ) = FPT e Yy ¥ 1cos(vy).
Vay nén, ta cé
DM Fegy) = e L Cfoof(u) “tdu ET (v) cos(vy) dv
Y VI cgI\y y i J y n_o 9 y
= f j Eﬁe Yy ¥ 1cos(vy) f(u)g(v)dudv
c— lOO 0
= fj 6(x,u,v) cos(xy) dx | f(u)g(v)dudv
= Tc f* g) ).

Dinh 1y 1 da dugc chimg minh.

Pinh 1y 2. Néit f € L (ch™™,R) va g € L(R,) thi

c+ioco

j I'(—u)f(u) (g(v) x (1+ vz)% cos(u - arctanv)) (x)du,

c—ioco

(F9) @) =-

voi moi x > 0.
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Churng minh. Tt (1) va (4) suy ra

c+ioco

1
iva2m3 J

c—1loo

L g) o) = corl s
(f * g) x) = r(—u)f(u) moj g) ((1 + |x — v|*)2 cos(u
-arctan|x —v|) +(1 + |x + vlz)% cos(u - arctan|x + vl)) dv) du

c+ico

1
iv2m3

c—ioco

. arctanv)) (x)du,vx > 0.

r'(—uw)f(u) (g(v) ;C 1+ vz)% cos(u

Khong khoé dé chi ra rang tich chap suy rong (4) khong giao hoan va khong
két hop. Tuy nhién, ta cé

lmu

Pinh Iy 3. Gid sit f € L (ch

/R) (Reu < -2).
a) Néu h € L(R,) thi cic diing thitc sau diy ding
f};(g * h):(flg) * R
Fc Fc
Y, o Y O\
f*(g*h):(f*g)*h,
, ]R), thi ding thitc sau ddy ding
Y/ v Y Y
fx(g+n)=gx(f*h).
Chting minh. Ta chting minh déng thtic dau tién trong a). T tich chap (1)

mlmu

b) Néu g € L(ch

va Pinh li1 suy ra
Y
Fe (f (92 h)) 0) = vDMOMF (g 5 h) O
=y M O Fe) D FR@) = Fe (f * 9) IFRG)
Y
= Fc <(f * g) ;C )(y),‘v’y > 0.

Y B Y
Do d¢6 f = (g;ch) = (f*g);ch.
B&ng cach tuong tu, ta c6 thé chirmg minh dugc cac déng thirc con lai.

Sau day ching t6i 4p dung tich chap méi dé giai hé phuong trinh tich

phan
- c+ioo +oo +o0
flx)+ 21 j j 0(x,u,v)pw)gw)dudv + Azf 0, (x,u)g(u)du = h(x)
4 c—ico 0 0 (12)

+ o0

2 j 8, o, w) f Wdu + g () = k()

\ 0
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trong d6 x > 0,¢c < —2; 14,15, 5 1a cac hdng s6 phtc; 6 (x, u, v) dugc xéac dinh & (3),
6, (x,u) =2\/;2_n(€(x+1+t)+§(|x+1—t|)+€(|x—1+t|)+€(|x—1—
0,0eu) = 7= (W(lx —ub) + (e + w)e]))

@, Y, &, h, k 1a nhitng ham cho truéc va f, g la nhitng an ham.

Pinh ly 4. Gid sit
wEL (ch’”%,u@) va, & h k € L(R,),

% n
1) =2 (9 * ) () +2, (£59) o).
Khi d6, vdi dieu kien 1 — A3 (F:D)(y) # 0,Yy > 0, h¢ (12) c6 nghiém la

f=h+(h;cq)—/11(<p1k)—,11(<p1(k;cq»—/lz(f’lk)—Az<(fﬁk);cq>

€ L(R,),

g=l+(kxa)=2s(hxv) =2 ((h o) - q) € L(R,),
voi q € L(R,) thoa mén
A3(FcD(y)
1= 2(FDQ)

Chtng minh. Tac dong F. vao cac phuong trinh trong hé (12), sau dé st
dung cac dédng thtc nhan ti héa (1), (2), (5), ta nhan dugc hé phuong trinh tuyén
tinh

{(ch )3 + Ly M) N (Feg) ) + Azc08y (FeH ) (Feg)(v) = (Feh) ()
L3(FcH@PFP) ) + (Feg)y) = (Fck)(y)

Fep(y) =

Cac dinh thuc cua hé nay la

1 Ly M o)) + Azcosy (Feé) ()
As(Fcp) () 1

=1-1, (A;Fc (0% 9) ) + 1.7 (€ 9) (y)) =1-,(FDG) # 0,

A=

A = |(Tch)(y) Ly ) (y) + Azcosy (FeE)(¥)
! (Tck)(J/) 1

= (Fch) () = iy M) W) (Fck) (v)

— Aycosy (FO W) (Fek) (),

1 (Fch) ()

8= ) Faoin] = FeDO) = LEFEDWNFR G,
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Do dé
B A (FDQ) B . B
(FcHy) = (1 +1 o (7, l)(y)) ((Fcm) () = Ly M) ) (Fek) () 13
— Ayco8y (FEWM(FRO)).
Theo dinh Iy Winer - Levi, ton tai ham g € L(R,) sao cho
A5 (F.l
Fea)y) = 22D (14)

1-=2FDW)
Tix (1), 2), (5), (13), (14) ta c6

FcHO) =1+ Fcq) M) ((FR ) — 4y )M L) D (Fek) ()
— Azc08y (FeO W (Fck) ()

= FO) +Fe (h 2 a) ) = 4T (0 Fk) )
— Ly M o) (y) (Tc (k . q)) (y) — A, F¢ (5 . k)
— e (£4 k) D) Fe) )

= F) +Fe (h 2 a) ) = 4T (0 1K) )

- M (<p (ke q)> ) = 1,7 (€5 k) 0) = A ((s k) x q) .

T déng thttcc nay ta c6
Y Y n n
f:h+(hfcq)_Al((p*k)_Al((p*(kﬁcq))_lz(f*k)_/12((5*’6)3;2(1)
€ L(R,)
Chung minh tuong ty, ta cé

Fegp)y) = (1 + (TCCI)(}’))((TCI()(V) — 13 (Tcl/))(Y)(Tch)(Y))
= (Fcl)(y) + F¢ (k s q) ¥) — 23F¢ (h 7 1/J) )

— 3Fc ((h 7 1/)) i q) ).

Vaynéng =k + (k ;C q) — 5 (h ;C 1/)) — A3 ((h ;C 1/)) ;C q) € L(R,).
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